[lorazy roznicowe

Definicja. Dla i =1,2,...,n oraz h # 0 definiujemy operator ilorazu réznicowego

4 he;) —
Tiu(z) = u(x + he;) u(m)
h
Jesli u € LP(Q), to Tiu jest dobrze okreslone jedynie na mniejszym obszarze
Qp = {x € Q: dist(z,00) > |h|};

przyjmiemy wiec przedtuzenie zerem do funkcji Tiu € LP(Q).

Zadanie 1. Jedli u € WHP(Q) oraz 1 < p < 0, to || T} ey < |0iul Lo (o).
Wskazowka. Skorzystaé z charakteryzacji ACL lub gestosci funkcji gtadkich.

Zadanie 2. (dyskretne catkowanie przez czeéci) Jesli u € LP(Q) 1 ¢ € C(R2), to

Tiy - ::L/ LT

dla dostatecznie matych h.

Zadanie 3. Wykazaé, ze norma LP (1 < p < 00) jest stabo podlciagta z dotu. Innymi
stowy, jesli up, — u w LP(Q), tzn.

1 1
/ URV — / wv  dla kazdego v € LY(Q), — 4+ - =1,
Q Q P q
to ||u|| ro) < liminfy_ o ||url|zr()-
Wskazéwka. Dla ustalonego u istnieje v € L9(€2) o normie 1, dla ktérego [uv = ||ul.

Zadanie 4. Jesli u € LP(Q), 1 < p < oo oraz normy ||T}||1r(a) sa wspélnie ogra-
niczone dla wszystkich ¢ = 1,2,... n oraz dostatecznie matych h, to u € WHP(Q)
oraz

||(‘3iu||Lp(Q) < liI}Pjglf ||T,’;||LP(Q).

Wskazéwka. Skorzystaé¢ z twierdzenia Banacha-Alaoglu i wykazaé, ze granica Tju
jest O;u.

Zadanie 5. Niech M bedzie operatorem maksymalnym Hardy’ego Littlewooda.
Wykazaé, ze dla u € WHP(Q) i1 < p < oo mamy Mu € WHP(R™).
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Wskazéwka. Operator M komutuje z operatorem przesuniecia u(:) — u(- + he;).
Warto pamietaé tez, ze jest ograniczony na LP(R™).

Zadanie 6. Niech f € C°(R") bedzie ustalong funkcja gtadka, a A € C*°(R"™, M, «,)
formg kwadratows o gtadkich wspoétczynnikach, spetniajacg warunek jednostajnej
eliptycznosci ze statymi 0 < A < A < oo

NP < Au(6,€) S AP dlaz e RY, £ € R™

1,2

or (R™) jest stabym rozwiazaniem réwnania

Zalozmy, ze funkcja u € W)
—div(AVu) = f wR",

to znaczy

n

/n A, (Vu(z),Vo(x)) de = / f(@)p(r) dr  dla ¢ € WH(R™) o zwartym noéniku.

Wrykazaé, ze u € W2 (R™).
Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcje testowa ¢ = T, (n?*Tiu), gdzie i jest ustalong funkcja
wycinajaca.

Zadanie 7. Wykaza¢, ze O;u spelnia zrozniczkowane rownanie
—div(AVOju) = 0;f + div(0;AVu) w R™

[terujac rozumowanie, wykaza¢ u € VVZIZ’CQ (R™) dla dowolnego k € N i w konsekwencji
gtadkos¢ u.

Wskazéwka. W poprzednim réwnaniu wybra¢ ¢ = 17,1, gdzie v € C(R") jest
dowolng funkcja testows.



